Banco Central de Chile
Documentos de Trabajo

Central Bank of Chile
Working Papers

N° 531

Octubre 2009

LA CURVA DE RENDIMIENTO BAJO NELSON-
SIEGEL

Rodrigo Alfaro

La serie de Documentos de Trabajo en version PDF puede obtenerse gratis en la direccion electrénica:
http://www.bcentral.cl/esp/estpub/estudios/dtbc. Existe la posibilidad de solicitar una copia impresa
con un costo de $500 si es dentro de Chile y US$12 si es para fuera de Chile. Las solicitudes se pueden hacer
por fax: (56-2) 6702231 o a través de correo electronico: bcch@bcentral.cl.

Working Papers in PDF format can be downloaded free of charge from:
http://www.bcentral.cl/eng/stdpub/studies/workingpaper.  Printed versions can be ordered
individually for US$12 per copy (for orders inside Chile the charge is Ch$500.) Orders can be placed by fax:
(56-2) 6702231 or e-mail: bcch@bcentral.cl.



http://www.bcentral.cl/Estudios/DTBC/doctrab.htm
http://www.bcentral.cl/Estudios/DTBC/doctrab.htm
mailto:carriaga@condor.bcentral.cl
http://www.bcentral.cl/Estudios/DTBC/doctrab.htm
mailto:carriaga@condor.bcentral.cl

BANCO CENTRAL DE CHILE

CENTRAL BANK OF CHILE

La serie Documentos de Trabajo es una publicacion del Banco Central de Chile que divulga
los trabajos de investigacion econdmica realizados por profesionales de esta institucion o
encargados por ella a terceros. El objetivo de la serie es aportar al debate temas relevantes y
presentar nuevos enfoques en el andlisis de los mismos. La difusion de los Documentos de
Trabajo solo intenta facilitar el intercambio de ideas y dar a conocer investigaciones, con
caracter preliminar, para su discusion y comentarios.

La publicacion de los Documentos de Trabajo no esta sujeta a la aprobacion previa de los
miembros del Consejo del Banco Central de Chile. Tanto el contenido de los Documentos
de Trabajo como también los andlisis y conclusiones que de ellos se deriven, son de
exclusiva responsabilidad de su o sus autores y no reflejan necesariamente la opinién del
Banco Central de Chile o de sus Consejeros.

The Working Papers series of the Central Bank of Chile disseminates economic research
conducted by Central Bank staff or third parties under the sponsorship of the Bank. The
purpose of the series is to contribute to the discussion of relevant issues and develop new
analytical or empirical approaches in their analyses. The only aim of the Working Papers is
to disseminate preliminary research for its discussion and comments.

Publication of Working Papers is not subject to previous approval by the members of the
Board of the Central Bank. The views and conclusions presented in the papers are
exclusively those of the author(s) and do not necessarily reflect the position of the Central
Bank of Chile or of the Board members.

Documentos de Trabajo del Banco Central de Chile
Working Papers of the Central Bank of Chile
Agustinas 1180
Teléfono: (56-2) 6702475; Fax: (56-2) 6702231



Documento de Trabajo Working Paper
N° 531 N° 531

LA CURVA DE RENDIMIENTO BAJO NELSON-
SIEGEL

Rodrigo Alfaro
Gerencia de Estabilidad Financiera
Banco Central de Chile

Resumen

Nelson y Siegel (1987) proponen un modelo paramétrico para la curva de rendimiento. Dada la
simplicidad de su estimacion, el modelo se hizo popular entre analistas tanto de mercado como de
bancos centrales. Diebold y Li (2006) entregan una version dinamica de Nelson-Siegel (DNS),
donde este se desempefia bien en ejercicios de prediccion fuera de muestra. Sin embargo, el modelo
fue originalmente propuesto como una herramienta de ajuste de curva, en contraste con haber sido
obtenido desde un marco tedrico que no permite el arbitraje. Christensen y otros (2009) muestran
que el modelo DNS no permite el arbitraje, entregandole soporte teérico. En este articulo
consideramos una version discreta del modelo DNS y seguimos la notacion desarrollada por
Campbell y otros (1997) para mostrar que el modelo pertenece a la clase de los modelos “afines”.
Esto provee de una prueba alternativa a la presentada en Christensen y otros (2009), dado que
utilizamos la ecuacion de Euler para mostrar que el rendimiento de un bono es lineal en tres
factores. Al igual que en Balduzzi y otros (1998), uno de estos factores es inobservable, mientras
que los observables pueden ser asociados con la tasa de interés de largo plazo y el premio por plazo,
respectivamente. Finalmente, discutimos las implicancias del modelo DNS para la tasa forward y
para la tasa de interés neutral.

Abstract

Nelson and Siegel (1987) propose a parametric model for the yield curve. Since it is easy to
estimate, it became popular among practitioners and Central Bank’s analysts. Diebold and Li (2006)
provide a dynamic version of the Nelson-Siegel (DNS) model, showing that it performs well in out-
of-sample forecasting exercises. However, the model was originally proposed as a curve-fitting tool
as opposed to being obtained from a theoretical non-arbitrage framework. Christensen et al. (2009)
show that the DNS model is arbitrage-free, giving it theoretical support. In this paper we consider a
discrete version of the DNS model, and following the notation developed in Campbell et al. (1997),
we show that it belongs to the class of affine-yield model. This provides an alternative proof of the
one presented in Christensen et al. (2009), since we use the Euler Equation to show that the yield on
a bond is linear in three factors. As in Balduzzi et al. (1998), one of these factors is unobserved,
whereas the observed ones can be associated with the long term interest rate and the term spread,
respectively. Finally, we discuss the implications of the DNS model for forward rate and the neutral
interest rate.

Se agradecen los comentarios de Natalia Gallardo y un arbitro anénimo.



All models are wrong, but some are uselful

(Dicho popular en el sector financiero)

1 Introduccion

La curva de rendimiento recoge mucha informacion sobre las expectativas de los agentes econémicos
respecto de la evolucién de la economia. Por ejemplo, una curva con pendiente positiva implica
que probablemente nos encontramos en un periodo de bajo crecimiento (Estrella y Hardouvelis,
1991) con una inflacién acotada, donde es posible que la Politica Monetaria este siendo expansiva,
esto debido a que dicha politica actua sobre la tasa méas corta de la curva.

La estimacién de la curva de rendimiento ha despertado el interés tanto académico como de
los analistas financieros. Estos tltimos han desarrollado modelos que permiten interpolaciones de
madurez a fin de poder completar la curva, como son curvas de ajuste ciibicas suavizadas. Esta
vision es estatica en el sentido que no explota la dimension de series de tiempo de las tasas de
interés que podria implicar una estimacién mas eficiente de la curva. Por otra parte los modelos
tedricos mas puros nacen de la mano de la modelacion de procesos estocdsticos y son acotados a
modelos que no presentan oportunidades de arbitraje. En la practica estos modelos, denominados
a fines o de factores, no han sido completamente satisfactorios tanto para un adecuado ajuste
estatico de la curva como para elementos de prediccion.

Nelson y Siegel (1987) proponen un modelo de ajuste de la curva de rendimiento donde la tasa
de retorno depende de la madurez del instrumento. Este modelo ha sido ampliamente utilizado
por los analistas debido a su simplicidad y a que presenta consistencia entre la tasa forward y
la curva de rendimiento. Diebold y Li (2006) proponen una visién dindmica para este modelo
estableciendo que Nelson-Siegel se compone de 3 factores, los cuales son: Nivel, Pendiente y
Curvatura. El primero corresponde a la trayectoria de la tasa larga, mientras que el segundo esta
relacionado con el premio por plazo. Ambos factores son recuperables de los modelos de factores
tradicionales. Sin embargo, la Curvatura parecia ajena a estos modelos.

Christensen y otros (2009) presentan una derivacién de este modelo bajo el paradigma de

no-arbitraje estableciendo que Nelson-Siegel puede recuperase a través de los modelos de factores.
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En términos simples, la Curvatura puede ser generada a través de un modelo de factores cuando
uno de estos no es observable.

En este articulo se muestra que el modelo Nelson-Siegel corresponde a un caso especial de
la familia de los modelos de factores. La principal diferencia de esta presentacion respecto de la
desarrollada por Christensen y otros (2009) es que acé se presenta una versién discreta del modelo
que permite su andlisis a través de factores lineales autoregresivos siguiendo a Campbell y otros
(1997) en su derivacién de los modelos afines. Por tanto las contribuciones de este articulo son:
(1) la construccién de la version discreta del modelo Nelson-Siegel y (2) la demostracién de que
Nelson-Siegel corresponde a un modelo de factores.

La seccién 2 presenta los elementos tedricos necesarios para la derivaciéon de la curva de
rendimiento. La secciéon 3 muestra el modelo Nelson-Siegel en su version original y en la versién
discreta que se propone en este articulo. La seccidn 4 revisa los modelos de factores presentando
la equivalencia entre el modelo Nelson-Siegel y un modelo de 3 factores lineales autoregresivos ho-
mocedasticos, donde 2 de los factores son observables. La seccion 5 revisa algunas aplicaciones del

modelo Nelson-Siegel que tienen relevancia para Chile. Finalmente, una tltima seccién concluye.

2 Definiciones Basicas

En esta seccion presentamos los elementos tedricos relevantes para el desarrollo de la curva de
rendimiento y una versién discreta del modelo de Nelson y Siegel (1987) que nos permitira rela-

cionarlo con los modelos de factores lineales.

2.1 Instrumentos de Renta Fija

Consideremos a Z,; como la tasa de descuento que se aplica en ¢ para un flujo que se recibird en
el periodo t + n. De esta forma podemos definir el precio de un bono de descuento o cero cupén
que paga una unidad monetaria n periodos adelante como By = (1 + Z,) ™.

Para simplificar el analisis utilizaremos la versién de capitalizaciéon continua de la tasa que

corresponde a z,; = log(14Z,;). Notamos que por Taylor se tiene que log(14+Z,) = Z,:+0 (th)



cuando la funcién se expande en torno a cero. Dado que las tasas en general son pequenas, esto
significa que en la practica ambas tasas pueden ser utilizadas indistintamente.

Por tanto, el logaritmo del precio del bono de descuento (b,:) y la tasa de descuento capital-
izada continua (zy) se relacionan como sigue: by = —nzp;.

Usualmente los bonos de descuento se encuentran concentrados en el tramo més corto de la
curva de rendimiento, mientras que para el tramo mediano y de largo plazo los bonos contienen
cupones. Esto introduce una dificultad adicional al separar lo que corresponde a una tasa pura
de descuento con respecto de una tasa de descuento de un bono (TIR). Esta tltima corresponde
a la tasa de rendimiento que obtendria el inversionista si mantuviera el bono con cupones hasta
su madurez, recibiendo todos y cada uno de los pagos consignados en el contrato. El precio de
un bono con cupones (P,;) depende de los flujos (F;) que entregue, los cuales son descontados a

su TIR (Yyt):

P B F, K
n (14+Yn) (14 Yy)? (14 Y Zz; (14 YY)t )

Por otra parte, la duracién de Macaulay (D) corresponde al promedio ponderado de las

“madureces” de cada cupdn, siendo el ponderador el valor presente de cada cupon.

1 1-F 2. F n-F 1 < i-F
Du = p ot o b e |~ e ey @
Pnt (1 + Ynt) (1 + Ynt) (1 + Ynt) P'rLt i=1 (1 + Ynt)
Es claro de (2) que para el caso de bonos de descuento F; = 0 para todo ¢ < n mientras que
F, = 1. Por ello para esos bonos tenemos que D,; = n. Por otra parte, notamos que al derivar
el precio con respecto al retorno bruto tenemos que

n

d(1+Yn) ; (14 Yop)

Este resultado es similar a la definicién de duracién. De hecho podemos observar que la duracién

corresponde a la elasticidad precio-TIR:



n

dpnt _ d Py (1 + Ym

1
= =—— E =-D
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Esto implica que la duracién corresponde al efecto de primer orden en cambios de la TIR. Dado
esto podemos considerar que en términos de los retornos de los bonos: y,: ~ zp,. Sin embargo,
esta relacién no es valida en precios. En lo que sigue del articulo consideraremos bonos de

descuento para la presentacion de los resultados tedricos.

2.2 La Hipétesis de Expectativas

Adicionalmente, tomaremos el retorno neto (R, ;1) de mantener un bono de descuento de
madurez n por un periodo de tiempo como (1 + Ry ty1) = Bp—14+1/Bnt. Siguiendo con las
definiciones previas esto se expresa como 7y, 441 = bp—1,141 — bt = N2 — (N — 1)2p—1441. Esta
ecuacién implica que la actual tasa de descuento de madurez n puede ser entendida como un
promedio ponderado de tasas del proximo periodo:

1 (n—1)
Znt = ﬁrn,t—i-l +

Zn—1,t+1 (3)

Analogamente tenemos que zp,—1¢ = [1/(n —1)]rp—1441 + [(n —2)/(n — 1)]2p—24+1. Adelantando
un periodo la ecuacién: zp—1 41 = [1/(n—1)]rp_1442 + [(n —2)/(n — 1)]2p—2+2 y reemplazando
en (3): znt = (1/n)(rnt+1 + mn—1442) + [(n — 2)/nlzn—2,42. Notamos que r1t4n = 214451, de
modo que en reemplazos sucesivos tenemos que: z,; = (1/n) Z?:_Ol Tn—i 14

Con informacién en ¢, los retornos r,,_; t+14; no son conocidos. Sin embargo, la hipdtesis de
expectativas puras en logaritmo indica que, por arbitraje, el valor esperado de estos retornos,
condicional a la informacion en ¢, debiera ser similar a los retornos de las estrategias de inversion
segura. HEstas corresponden a la compra un bono de descuento que madure en el préximo periodo,
lo cual significa que Eyy;(Tn—it+14i) = 21+ Finalmente por expectativas iterativas tenemos que

EiEiyi(rn—it+1+i)] = Et(z1,4+4) lo que implica que:



1 n—1
Znt = ﬁ Z%Et(zl,t—i-i)' (4)
1=

Esta ecuacién es fundamental para la construccién de la curva de rendimiento ya que indica que
la estructura completa de tasas se obtiene de las expectativas de la tasa corta.

Un mecanismo natural para generar la curva de rendimiento viene de la consideracién de un
proceso estocastico para la tasa mas corta de la curva. A modo de ejemplo consideremos un

proceso AR(1):

21,441 = C+ @zt + €141 (5)

donde 0 < ¢ < 1y €441 es un error con media cero y varianza finita. De este proceso notamos su
media incondicional como E(z144i) = ¢/(1 — ¢) = 2z*, mientras que la esperanza condicional con
informacién en t es Fi(z144i) = c¢(1 — ¢%) /(1 — ¢) + ¢'zt = (1 — ¢%)2* + ¢'2, esto es un promedio
ponderado entre la esperanza incondicional y el valor conocido.

Utilizando la ecuacién del promedio (4) y la estructura autoregresiva para la tasa méas corta
presentada arriba, tenemos que la tasa de descuento de madurez n obedece a la siguiente estruc-

tura:

Znt = 25+ (11_;?;) (th;Z*)

con z* = ¢/(1—¢) el valor de equilibrio del sistema dindmico. Notamos que en equilibrio (z1; = 2*)
el modelo implica z,; = z* lo que significa observar una curva de rendimiento plana. Adicional-

mente el caso de raiz unitaria puede ser analizado tomando el limite.

: 1- qbn LH q: n—1
lim —— =" lim n¢ =n.
p—1 1—¢ d—1

Por lo que bajo no estacionaridad del proceso z1; tenemos que z,; = z1; lo cual indica que todas

las tasas de interés tienen raices unitarias, situacién que en la préactica es dificil de rechazar con



los tests convencionales.
Por dltimo la tasa de descuento para el bono de madurez infinita es z* debido a que suponemos
0 < ¢ < 1, entonces:

1— gn
o on i
am ¢t =0 = e

= 0. (6)

3 Modelo Nelson-Siegel

Sin duda uno de los modelos més populares en la modelacién de la curva de rendimiento es el
propuesto por Nelson y Siegel (1987). En esta seccién presentamos los resultados de dicho articulo

junto con una versién en tiempo discreto que simplifica el andlisis del modelo.

3.1 Version Original

El modelo original de Nelson-Siegel esta definido en tiempo continuo donde la estructura de la
tasa forward instantdnea es modelada. Utilizando (4) en su versién continua los autores obtienen
la curva de rendimiento, la cual depende de los parametros de la tasa forward. Luego con datos
efectivos de rendimiento de bonos de descuento estiman los parametros.

La modelacién de la tasa forward permite una consistencia entre las tasas de descuento ob-
servadas y la directa interpretacién de las expectativas de cambios en la tasa instantdnea o de
mas corto plazo. El resultado del articulo es que la tasa de descuento depende de la madurez del
instrumento, ajuste que ha sido implementado por algunos analistas a través de polinomios. La
ventaja de Nelson-Siegel es que es un modelo parsimonioso, es decir, requiere un niimero pequeno
de parametros para caracterizar completamente la curva de rendimiento.

La motivacion original del modelo es una estructura lineal con el parametro no lineal calibrado.
En aplicaciones empiricas tipicamente se estima este parametro en conjunto con los lineales. Por
simplicidad consideraremos el espiritu original del modelo presentdndolo en una versién en tiempo,
que se ajusta a la notacién presentada en las secciones anteriores.

Dado que el modelo es deterministico, el valor esperado de (4) es innecesario. Los autores

asumen que la tasa forward instantanea es una funcién del tiempo, lo que se expresa como:
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f@) = M + Agexp(—ai) + alziexp(—ai). Integrando sobre el periodo de interés obtenemos la
tasa de descuento (detalles en seccién B.2):

—exp(—an)| . (7)

) = e [P OREan] oean

La estimacion sugerida por los autores es la regresion lineal y para su aplicacién el pardmetro «

debe ser calibrado apropiadamente.

3.2 Version Discreta

La versién discreta considerada en este articulo se basa en ¢ = exp(—«), de modo que si a > 0
entonces 0 < ¢ < 1. Por otra parte, tomaremos el hecho de que exp(—a) = 1 — a + O(a?) para

aproximar «. Asi la discretizaciéon del modelo para la tasa més corta seria:

21440 = A1t + Aard’ + A (1 — p)igt L

Notamos que el exponente reducido del tercer componente es un ajuste para la discretizacion que
permite calzar la tasa de corto plazo. A su vez, consideramos que los pardmetros del modelo
pueden cambiar en el tiempo, dando dindmica al modelo como lo sugieren Diebold y Li (2006).
Por otra parte, en comparaciéon con otros modelos de ajuste de curva deterministicos como las
ecuaciones cibicas, notamos que Nelson-Siegel presenta un ajuste con una funcién acotada (¢™)
lo que permite que en valores extremos el modelo entregue resultados coherentes.

Considerando la ecuacién del promedio (4) y la estructura no aleatoria para la tasa més
corta presentada arriba, tenemos que la tasa de descuento de madurez n obedece a la siguiente

estructura (ver seccién B.3):

A o an A _n
w2 (D)) ]

El resultado obtenido en (8) es la versién discreta del Nelson-Siegel continuo presentado en (7).

La tasa mas corta del modelo discreto corresponde a z1: = Air + A9, mientras que basado en



(6) tenemos que lim,, o 2t = A1z. Estos resultados son idénticos a los obtenidos en el modelo
original en tiempo continuo e implican que Aj; corresponde a la tasa méas larga de la economia,
mientras Ag; es el negativo del premio por plazo. Si bien el tercer factor As; no juega un rol en

estas tasas le da flexibilidad al modelo para el resto de la curva.

4 Modelos de Factores

En esta seccién mostramos que el modelo Nelson-Siegel corresponde a un modelo de factores, por lo
que no permite oportunidades de arbitraje. Christensen y otros (2009) presentan este resultado
considerando valoracién de portafolios en tiempo continuo donde las estrategias de coberturas
implican un rebalanceo constante del portafolio de activos. En la presente exposicion se utiliza
el instrumental de valoraciéon de activos basado en la Ecuacién de Euler, con la cual se derivan
los precios de los bonos de descuentos bajo el supuesto que el Factor de Descuento Estocastico es
funcién de factores fundamentales de la economia. De esta forma la tasa de descuento obtenida
de estos precios es comparable con la versién discreta del modelo Nelson-Siegel presentado en la

seccion anterior.

4.1 La Ecuacién de Euler

La curva de rendimiento puede construirse a través de la ecuacién de Euler. En ella se establece
que el precio de un activo se encuentra relacionado con sus pagos futuros descontados segun
el Factor de Descuento Estocastico (FDE) el cual se obtiene de fundamentales de la economia.
Usualmente el FDE, denotado por M;,1, se relaciona con el ratio de utilidades marginales del
consumo del agente representativo de la economia aunque esta relaciéon puede generalizarse a
factores fundamentales (\’s). De este modo, el precio de un bono de descuento en esta ecuacién
se obtiene como sigue: By; = Ey(Bp—1441Mi+1), donde M;yq es funcién de los factores. Por
simplicidad trabajaremos con el logaritmo del FDE (m;1). De este modo el precio del bono de

descuento bajo la ecuacion de Euler es:

but = Et(bn—1,641 + mit1) + vn 9)
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con me+1 = g(A41), donde g es una funcién tratable. Por otro lado, v, es el factor de Jensen que
lo hemos definido como fijo en el tiempo dado que utilizaremos factores homoceddasticos (Campbell
y otros, 1997). En las préximas secciones revisaremos los modelos de factores sobre la base de la

relacién (9).

4.2 Modelo de 1 Factor

Vasicek (1977) considera que hay un factor que caracteriza toda la curva de rendimiento. Para
ello consideremos que my41 depende linealmente de un factor dindmico homocedastico, es decir:
M1 = —M¢ + Berr1, con My1 = ¢+ dN¢ + epy1, donde e 1 ~ N(0,02) y 3 es el elemento
de correlacién entre el FDE y el factor . Esto implica que m;y1 puede ser escrito como un
ARMA(1,1), debido a que my11 — ¢my = —\¢ + Berr1 + dA—1 — pBey, lo que ordenadamente seria:
M1 = —¢+ omy + &1 + 0, donde & = Pe; y 0 = —(1 4 B9) /5.

Ahora consideraremos la solucién genérica para el precio de un bono de descuento como
bt = F, — GpAt, donde F,, y G, son funciones de los pardmetros del modelo y de la madurez (n).

Tomando el lado derecho de (9) tenemos que Fy(m¢+1) = —\; mientras que:

Ei(bp-14+1) = Fno1—Gpo1Ei( M)

= Fh1—Gpoi(c+ oN).

Al igualar los términos asociados con \; tenemos G,, = 1+ @G, 1, mientras que los términos libres
implican lo siguiente: F,, = Fj,_1 — c¢Gp—1 + V. Resolviendo recursivamente, como se presenta en
la Seccién B.4, el coeficiente asociado al factor es G, = (1 — ¢™)/(1 — ¢).

Por construcciéon bg ;1 = 0, luego Fy = Gp = 0. Considerando esto para n = 1 tenemos
bit = Er(mys1 + bo 1) + 1 = —A¢ + 11 lo que implica que Fy = 11 y G; = 1. Debido a que la
tasa puede ser obtenida como z,; = —(1/n)by; tenemos que z1; = —byy = Ay — 1, lo que identifica
al factor como la tasa de interés més corta de la economia. Tomando 7, = —F,/n la tasa para

una madurez n se define como



B At (1—9¢"
Znt = 7n+n<1_¢>

Por (6) notamos que lim, oo 2pt = liMy 00 Y = Yoo, €s decir, la tasa larga converge a una
constante que depende de v, ¢y ¢. Es interesante observar que bajo ¢ =1y ¢ = 0 tenemos que
F, =%, v, lo que significa que el precio acumulard premios por plazo asociados a los términos
de Jensen de la Ecuacién de Euler. Por otro lado, el modelo se reduce a z,; = ¥, + A¢, lo que
implica que z,; = (7, — 71) + z1¢- Para que esta ultima relacién sea equivalente a la presentada
bajo el proceso autoregresivo necesitamos que vy, = 0 para toda madurez, lo que ocurre cuando

se eliminan todos los términos v,. Esto ultimo supone o pequeno (ver seccién B.5).

4.3 Modelo de 2 Factores

Empiricamente es dificil ajustar toda la curva con un solo factor por tanto consideremos el caso
de dos factores, esto es my11 = =iz — Aot + €441, con Ay = ¢; + ¢i\i1—1 + €. Considerando la
misma solucién genérica: by = F, — Gip A1t — GanAor. Esta vez el lado derecho de (9) se compone

de Ey(myy1) = —A1¢ — A2, pues ambos factores son observados, y

Ei(bp—14+1) = Fno1—Gin-1Ei(M41) — Gon—1E(A2441)

= Fh1—Gip_1(c1 + ¢1Mt) — Gan—1(ca + d2dar).

Nuevamente, al igualar los términos asociados con A’s tenemos: Gi, = 1 + ¢1G1—1 y Gop =
1+ ¢2G2pn—1. Los términos libres implican: F, = F,,_1 — ¢1G1,n—1 — c2G2,—1 + V5. De manera
andloga al caso de un factor tenemos: Gi, = (1 — ¢7)/(1 — ¢1) y Gan, = (1 — ¢5)/(1 — ¢2). En

este caso la tasa de descuento obedece a la siguiente estructura:

(1o A (1-d
Znt = Yn Tt n <1_¢1 + " 1_¢2

donde v, = —F,/n. De la seccién anterior, recordamos que si ¢ — 1 entonces G1, — n. Esta
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observacién tiene una informacién adicional que es que el proceso estocastico de \i; es una raiz
unitaria. Por simplicidad asumiremos también que ¢; = 0, es decir, una caminata aleatoria pura.
Como complemento tomaremos al proceso Ao; como estacionario con media cero lo que lleva a que
c2 =0y conello F,, =>"" ; v;. Tomando el hecho obtenido del andlisis de un factor, forzaremos

vn = 0 por lo que v, = 0. De esta forma el modelo se reduce a:

Aot (11—
Znt = )\1t+§t<1_2z> (10)

Este modelo se basa en que las tasas de descuento se encuentran explicadas por dos factores
dindmicos. Estos factores son homocedasticos y centrados en cero. Ademas el primero de ellos es
una raiz unitaria y el segundo un proceso AR(1) estacionario.

Notamos que si n = 1 entonces z1; = Aj; + Ay, mientras que basado en (6) tenemos que
lim,, o0 2nt = A1¢. Esto nos indica que el primer factor (A1¢) corresponde a la tasa de largo plazo
mientras que el segundo es la diferencia corta-larga, lo que corresponde al negativo del premio por
plazo. Es interesante observar que el modelo implica que la tasa de largo plazo tiene raiz unitaria
mientras que el premio por plazo es estacionario. El primer hecho es usualmente aceptado por
los datos, en donde es dificil rechazar la hipotesis de raiz unitaria, mientras que el segundo punto

nos corrobora la cointegracion entre tasas de distinta madurez.

4.4 Modelo con K factores

Una extension natural del modelo de 2 factores es la extensién a K factores lineales. Cortazar
y otros (2002) proponen 3 factores para la estimacién de la curva de rendimiento en Chile. Este
modelo es la base para los cédlculos de las curvas de rendimiento realizadas por RiskAmerica,
institucién de andlisis de mercado perteneciente a la Pontificia Universidad Catélica. La tasa de

descuento en el caso de K factores serd entonces una combinacion lineal de ellos:

e (1o
= kY (1), (1)

k=1

Como revisamos para el caso de 2 factores en este modelo la tasa corta sera la suma de los factores
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maés 1, mientras que la tasa larga dependera de v, y de los factores que son persistentes, es decir

de aquellos que tengan ¢ = 1.

4.5 Modelo con un factor no observable

Balduzzi y otros (1998) presentan un modelo alternativo de 2 factores basado en que un factor
no es observable (A2) y representa la tendencia del factor observable. De este modo, m;y; =
=1t + o1 con Mg = (1 — d1) a1 + P1 A1 -1 +err ¥y Aot = c2 + p2ra—1 + €. Notamos que
el precio para el bono de descuento puede escribirse en funcién de ambos factores como sigue:
bt = Fy — HipA1ir — HapAor. El primer componente del lado derecho de (9) es Ei(my41) = —Aig,

mientras que el segundo elemento es:

Ei(bp—14+1) = Fuo1—Hip—1Ei( A1) — Hop—1Ei(A2t41)

= Fhpo1— Hina[(1—¢1)hae + d1 ] — Han—1(c2 + dparae).

Igualando los coeficientes para la constante y A\; obtenemos resultados similares a los del modelo
presentado arriba: Fy, = F,,_1 — coHop1 +vp y Hip = 1+ ¢1Hipo1 = (1 —¢07)/(1 — ¢1),
mientras que para Ay tenemos: Ho, = (1 — ¢1)H1pn—1 + ¢2H2,—1. Notamos que reemplazando
Hi -1 tenemos Ho, = (1 — d)’f_l) + ¢oH> 51, lo cual puede ser resuelto recursivamente, como
se presenta en la Seccién B.6. De este modo, bajo el supuesto que ¢ # ¢2 tenemos que Hop, =
(1 —¢5)/(1 — ¢2) — (¢5 — ¢1)/(¢p2 — ¢1). Tomando a v, = —F,/n, la tasa de interés puede ser

escrita como sigue:

A 1— o7 A 1—o¢f D— ot
vk RED-ED
n \1—¢ n 1 — ¢ 2 — P1
Notamos que bajo n = 1 tenemos by = E(myy1) = — A1y, mientras que el coeficiente del segundo

factor es cero por tanto z1; = 1 + A1, lo que es equivalente a lo obtenido bajo el modelo de 1
factor. Del mismo modo, la tasa de larga es constante y depende de los pardmetros del modelo
va que lim, o 2 = limy— 00 Y = Yoo-

En el caso en que ¢o = ¢1 podemos explotar el resultado obtenido para Hs, tomando el limite

12



de ¢9 aproximédndose a ¢ lo que en el segundo componente se manifiesta como sigue:

lim $3 =91 =LH lim ngt ! = net !
pa—d1 P2 — D1 P2—d1 2 1

Esto implica que la tasa de interés bajo ¢2 = ¢1 se reduce a

B A (11— 07 Ao [ (1 —oF n—1
s = e () < [0 et 1

Notamos que el coeficiente del ultimo factor es similar a la del modelo Nelson-Siegel. Lo que

indica que este modelo presenta un factor no observable.

4.6 Modelo de Nelson-Siegel

En las secciones previas hemos presentado varios modelos de factores notando los resultados de
estos bajo raiz unitaria y en el caso de factores no observables. De (10) notamos que Nelson-
Siegel requiere de un factor con raiz unitaria por lo que consideramos Az = Ais—1 + egz. De
(13) requerimos un factor estacionario cuya tendencia sea no observable. La persistencia de este
factor y la de su tendencia son también idénticas. Esto es: Aot = (1 — @)A34—1 + PAas—1 + €2 con
At = Az t—1 + €3t

Dado que solo los factores 1 y 2 son observables, entonces Ei(m11) = —Aix — Ag. Sin
embargo el precio del bono de descuento se expresa en términos de todos los factores como sigue:

bt = Fy, — Hip 1t — Hop Aoy — Hsp A3 De este modo:

Ei(bp—1441) = Fno1— Hip—1Ei(Mg+1) — Hon—1Ei(M241) — H3 n—1Et(A3,041)

= Fh1— Hipna e — Hop—1[(1 — @) A3t + ¢Aoi] — Hz 1031

Para \; tenemos Hi, = 1+ Hy,—1 lo que implica que Hy,, = n. Para A2 un factor ya derivado
aparece: Hop = 14+ ¢Hayp1 = (1 — ¢")/(1 — ¢). Finalmente, notamos que para el factor no
observado tenemos: Hs, = (1 —¢)H2 -1+ ¢H3n—1. En este caso la solucién como fue formulada

anteriormente es Hs, = (1 — ¢")/(1 — ¢) — n¢"~!. Considerando estos resultados y v, = —Fy,/n
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tenemos que:

Znt = Yot Aut % (11__¢;:> —i—% Kll__i:) —nqﬁ”l}

Ignorando los términos de Jensen (v,) obtenemos el modelo Nelson-Siegel presentado en (8). Es
importante notar que la presente presentacion considera el uso de la Ecuacién de Euler para
valorar activos, mientras que Christensen y otros (2009) presenta el mismo resultado en tiempo

continuo donde el argumento utilizado es que no hay oportunidades de arbitrajes.

5 Aplicaciones del modelo Nelson-Siegel

En esta seccion revisamos aplicaciones de la curva de rendimiento que tienen relevancia para
Chile utilizando el modelo Nelson-Siegel: analisis de expectativas de la tasa corta, tasa de interés
neutral y ejercicios de tensién ante problemas de liquidez. Una revisién de la literatura empirica

de los trabajos de la curva de rendimiento para Chile puede ser revisada en el Apéndice A.

5.1 Expectativas de Tasa Corta

Herrera y Magendzo (1997) motivan la estimacion de la curva de rendimiento utilizando Nelson-
Siegel con la estimacién de la curva forward, la cual permite rescatar las expectativas de la Tasa
de Politica Monetaria. Bajo este modelo en su versién dindmica la tasa mas corta es una variable
aleatoria zjyi = Ai¢4i + A2¢4s. Tomando valores esperados notamos que Ey(A14i) = A1z
debido a que este factor es raiz unitaria y haciendo uso de la recursién tenemos Ei(Agtyi) =

i(1 — @)1 A3 + Mg Por tanto las expectativas de tasas cortas se obtienen como sigue:

Ei(z1444) = Br(Maai) + Br(agei) = At + ¢ har +i(1 — @)™ M Aay.

Un cambio en las expectativas se traduce en un cambio en los factores dindmicos. Por ejemplo
suponemos que en el periodo ¢ — 1 estamos interesados en la tasa corta que estara vigente en 2

periodos mas adelante, esto puede ser obtenido como sigue:
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Ei 1(z1641) = Eii(Mg1 + A241)
= A1+ (1= @)Er_1(A3¢) + dE—1(A2e)
= M1+ (1 —)PpAzi-1+ (1 — ) Azs—1 + d* Aoyt

= M1+ 0" hay1 +2(1 — @Az 1.

Nuestra comparaciéon puede ser a la misma tasa, es decir A = Ey(z1441) — Er—1(21,441), 0 al
mismo plazo, digamos B = E;(21,42) — Et—1(214+1). En el primer caso nos interesa compararlo
con Ei(z1441) = At + @A + (1 — ¢)A3;, mientras en el segundo ejercicio nuestro objetivo es

Ei(z1442) = it + ®* Aot + 2(1 — ¢)dA3;. En resumen tenemos que:

A = D+ + (1 —d)Ase] — M1+ " Aaro1 +2(1 — @)dAs 1],

B = [+ 0" +2(1 — @)pAst] — M1 + A1 +2(1 — @)pAz 1]

El segundo componente es una medida del cambio en las expectativas, basado en cambios en los
factores, dado que B = (A1 — A1 ¢—1) + ®*(Noy — A2t—1) +2(1 — ¢)p(A3t — A3 —1). Reordenando
los factores 2 y 3 tenemos que Aot — Ao¢—1 = (1 — @)(A34—1 — Aop—1) + €2t ¥y A3p — A3m1 =

(¢ — 1)A3+—1 + eat, lo que implica que

B = e+ ¢*(1—¢)A3eo1 — Mgt +ex) +2(1 —d)o[(¢p — DAz 41 + ez
= [0*(1—¢) —2(1—¢)*¢|Ass1 — ¢*(1 — $)Aar1 + €]

= (5¢® =20 = 36" Azs-1+ (¢° — ") Aap1 + €

donde e = ey + ¢*(1 — @)e + 2(1 — ¢)¢pes;. Notamos que la mayor fuente de cambio en e}
proviene del error en el primer factor. De hecho si ¢ es cercano a la unidad entonces B = e1;. En
la seccién anterior verificamos que los resultados de Herrera y Magendzo (1997) implican ngS = 0.9,
este resultado es idéntico al reportado por Alfaro (2003): ¢ = exp(—0.1) ~ 0.9, esto implica
que B= 0.063A3,:—1 — 0.081\2+—1 + e; para el caso chileno. En el periodo t — 1 podemos hacer
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una prediccién sobre B, basado en que Et,l(l%) = 0.063A\3;—1 — 0.081\2;_1, lo cual puede ser

calculado explicitamente con la estimacién de la curva en dicha fecha.

5.2 Tasa de Interés Neutral

N

-¢) como aquella que se espera en un horizonte t + i, donde

Consideramos la tasa neutral (z
diverge. Del andlisis anterior sobre expectactivas tenemos que Ei(A1:4i) = A1z, por lo que el
limite en este factor no es relevante. Por otra parte Eix(A2sri) = i(1 — ¢)¢" 1 Age + ¢' Ao, v de

este modo lim; oo Et(A24i) = 0. Finalmente, Ey(A34;) = '3y, el cual también se hace cero

N _
nt —

en el limite. De esta forma z lim; o0 Et(2nt+i) = A1t, es decir la tasa neutral derivada de
Nelson-Siegel corresponde al primer factor (nivel).

Fuentes y Gredig (2008) realizan estimaciones de la tasa de interés neutral para Chile utilizando
informacién de los instrumentos financieros. Ellos proponen en primer lugar utilizar la tasa

forward entre los periodos t +n y t + n + 1, lo cual puede ser expresado en términos de Nelson-

N

- cuando

Siegel como A1y + ¢" Aoy + n(1 — ¢)d" ' A3;. Notamos que este elemento converge a z
n — 00, lo cual es consistente con el resultado presentado en el parrafo anterior.

Una segunda medida que proponen los autores es considerar que la tasa corta se compone
de un factor latente el cual es una raiz unitaria, mientras la tasa larga comparte dicho factor e
incluye un segundo factor latente el cual es estacionario. Recordamos que Nelson-Siegel establece
que z1; = A1¢ + Ao v limy, o 2 = A1, donde Apy tiene raiz unitaria y Aoy es estacionario. Por

tanto la estimacién de los autores utilizando el filtro de Kalman proporciona precisamente una

estimacion del primer factor.

5.3 Simulacion de Escenarios

Una aplicacién directa del modelo de Nelson-Siegel corresponde a la simulacién de escenarios a
través de la generacion de perturbaciones a los factores dinamicos. Lo relevante de este modelo en
comparacién con incrementos aislados en la curva de rendimiento es que el modelo por construccion
preserva la relacién entre la curva de rendimiento y la curva forward. Con la primera se pueden

generar valoraciones de activos financieros, mientras que la segunda permite establecer el costo
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de refinanciamiento de flujos pactados.

Retomando el vector de factores del modelo Nelson-Siegel tenemos lo siguiente:

A1t 10 0 A1 et
Xt | =10 ¢ 1-9 Aor—1 | T ex
A3t 00 o A3t—1 €3t

Bajo un escenario de tensién transitorio no se esperan cambios en la tasa de largo plazo (A1) por
lo que las perturbaciones resultan razonables de ser aplicadas en los factores 2 o 3. Sin embargo,
es claro que los efectos de estos factores difieren en los alcances del ejercicio. En particular, una
perturbacién al factor 3 (es;) genera un cambio en la tendencia del factor 2. Como revisamos
en los estudios empiricos quS = 0.9 por lo que dicha perturbacién presentaria una propagacién
considerable para las futuras curvas de rendimiento. Por otra parte, una perturbacién en el factor
2 (egt) genera una reversiéon al modelo original més rapida por lo que dicho evento seria adecuado
para la evaluacion de un evento transitorio en la curva de rendimiento como una contraccién de

la liquidez o un cambio inesperado en la inflacion.

6 Conclusiones

En este trabajo hemos presentado una versién discreta del modelo de Nelson y Siegel (1987), el
cual puede ser enmarcado dentro de los modelos de curvas a fines como lo establece en tiempo
continuo Christensen y otros (2009). Dada la naturaleza discreta de la presentacién del material,
se utiliz6 la notacién desarrollada en el capitulo 11 de Campbell y otros (1997).

Los resultados muestran que el modelo Nelson-Siegel puede ser entendido como un modelo de
3 factores, donde 2 de ellos son observables. De estos factores el primero presenta raiz unitaria y el
segundo es estacionario cuya media incondicional corresponde al tercer factor, el cual es también
dindmico. En este contexto Nelson-Siegel es un modelo estocastico que permite la proyeccién de
la curva como lo plantean Diebold y Li (2006). Dicha proyeccién puede ser incorporada dentro

de un modelo macroeconémico tipo VAR como lo ha realizado para Chile, Morales (2007).
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Debido a la consistencia del modelo con respecto a la curva forward y la condicién de no
arbitraje implicita en la modelacién de factores resulta relevante su uso como una herramienta
de caracterizacién de la curva de rendimiento. De este modo, el modelo proporciona sutento
analitico para el analisis de expectativas de la tasa corta. Por otra parte, la construcciéon con
factores latentes puede ser entendido en el contexto de tasa neutral de la economia la cual tiene
relacién directa con el primer factor como lo estiman para Chile Fuentes y Gredig (2008).

Finalmente, Nelson-Siegel puede ser utilizado para la simulaciéon de escenarios, lo cual resulta
un marco sencillo para evaluar cambios en la curva ante, por ejemplo, eventos inesperados como

problemas de liquidez en el mercado de bonos.

Referencias

Alfaro, R. (2003) “Estimacién de la Curva Forward”, Mimeo Banco Central de Chile.

Banco Central de Chile (2005) Caracteristicas de los Instrumentos del Mercado Financiero Na-

cional.

Balduzzi, P., S. Das y S. Foresi (1998) “The central tendency: A second factor in bond yields”

Review of Economics and Statistics 80, 62-72.

Campbell, J., A. Lo y A. MacKinlay (1997) The Econometrics of Financial Markets Princeton

University Press.

Chan, K, G. Karolyi, F. Longstaff y A. Sanders (1992) “An empirical comparison of alternative

models of the short-term interest rate” Journal of Finance 47:1209-1227.

Christensen, J., F. Diebold, G. Rudebusch (2009) “The Affine Arbitrage-Free Class of Nelson-

Siegel Term Structure Models” Manuscript University of Pennsylvania.

Cortézar, G., E. Schwartz y L. Naranjo (2007) “Term Structure Estimation in Markets with

Infrequent Trading” International Journal of Finance and Economics 12 (2007): 353369.

18



Cox, J., J. Ingersoll y S. Ross (1985) “A Theory of the Term Structure of Interest Rates”

Econometrica 53: 385-407.

Diebold, F. y C. Li (2006) “Forecasting the term structure of government bond yields” Journal
of Econometrics 130:337-364.

Estrella, A. y G. Hardouvelis (1991) “The Term Structure as a Predictor of Real Economic

Activity” Journal of Finance 46, no. 2 (June).

Fernandez, V. (1999) “Estructura de Tasas de Interés en Chile: la via no-paramétrica” Cuadernos

de Economia 36 (109):1005-1034.

Fuentes, R. y F. Gredig (2008) “La tasa de interés neutral: estimaciones para Chile” Economia

Chilena 11(2):47-58.

Herrera, L. y 1. Magendzo (1997) “Expectativas Financieras y la Curva de Tasas Forward de

Chile” Documento de Trabajo 23, Banco Central de Chile.

Morales, M. (2007) “The Yield Curve and Macroeconomic Factors in the Chilean Economy”

Seminarios de Macroeconomia y Finanzas, Banco Central de Chile.

Nelson, C. y A. Siegel (1987) “Parsimonious Modeling of Yield Curve” The Journal of Business
60(4):473-489.

Ochoa, J. (2006) “An interpretation of an affine term structure model for Chile” Estudios de
Economia 33(2):155-184.

Parisi, F. (1998) “Tasa de Interés Nominal de Corto Plazo en Chile: una Comparacién Empirica

de sus Modelos” Cuadernos de Economia 35 (105):161-182.

Vasicek, O. (1977) “An Equilibrium Characterization of the Term Structure” Journal of Financial

Economics 5: 177-188.

Zuniga, S. (1999) “Modelos de Tasas de Interés en Chile: una revisién” Cuadernos de Economia
36(108):875-893.
19



A Revision de la Literatura Empirica

Esta seccién presenta una resumida revision de los trabajos empiricos de la curva de rendimiento
realizados para Chile. Dado que ellos utilizan diferentes tipos de instrumentos financieros una

revision detallada de sus caracteristicas puede encontrarse en Banco Central de Chile (2005).

A.1 Nelson-Siegel

El primer trabajo desarrollado con este modelo corresponde a Herrera y Magendzo (1997) quienes
utilizan los PRC (Pagarés Reajustables con Cupones del Banco Central de Chile) para estimar el
modelo de Nelson y Siegel (1987) por minimos cuadrados no lineales. Ellos utilizan informacién
tanto de las licitaciones de estos instrumentos como de las transacciones del mercado secundario
obtenidas de la Bolsa de Comercio. Su metodologia se basa en encontrar los factores de descuento
que minimizan la distancia entre el precio observado del bono y el estimado. Ellos presentan los
resultados mensuales entre marzo y junio de 1996.

Interpretando sus resultados en términos del modelo discreto de Nelson-Siegel de la ecuacién
(8) tenemos aproximadamente que: A\; = 6%, Ay = 1.2% y A3 = 0.7%, mientras que una es-
timacién del parametro ¢ puede ser obtenida considerando los valores de los &’s como 4.8222,
2.8871, 2.6333 y 2.4957 los cuales son reportados en trimestres por lo que deben ser multiplicados

por 3. De este modo tenemos que, aproximadamente:

qg L e ! +e ! +e ! +e ! 0.9
=—|lexp| ——— xXp | === Xp | —=— xp|—=—= ]| =0.
4 |%P\ 7145 P 787 P{™ 79 P\™75

Este modelo ha sido utilizado por el Banco Central para establecer las expectativas que el mercado
tiene sobre la Tasa de Politica Monetaria, las cuales son reportadas en el Informe de Politica

Monetaria (IPoM).
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A.2 Modelos de un factor

Una primera ola de modelos de curvas afines parten con Parisi (1998) quien presenta la esti-
macién de modelos para la tasa de interés de corto plazo como los establecidos por Vasicek (1977)
y Cox y otros (1985). Esta modelacién corresponde a la estimacién de un factor posiblemente
no homoceddstico y se basa en la investigacion empirica de Chan y otros (1992). Zuhiga (1999)
extiende este analisis para considerar modelos de varianza condicional del tipo GARCH, mien-
tras que Ferndndez (1999) presenta esta estimacion utilizando métodos no-paramétricos. Parisi
utiliza informacién de los PDBC (Pagarés Descontables del Banco Central de Chile), mientras
que Fernandez usa la tasa promedio de depdsitos interbancarios como una medida aproximada
de los PBDC’s. Finalmente, Zuniga utiliza Bonos de Reconocimiento que fueron emitidos por el
Instituto de Normalizacién Previsional.

Tanto Parisi, quien utiliza GMM, como Zuniga, cuyas estimaciones se basan en Maxima
Verosimilitud, encuentran que un modelo con volatilidad variable en el tiempo representa la
dindmica de la tasa corta. Ambos autores no pueden rechazar el modelo propuesto por Cox y
otros (1985) en el cual la volatilidad de la tasa corta depende del nivel. En términos de (5) sus

estimaciones indican ¢’s de exp(—0.45) = 0.64 y exp(—0.35) = 0.7 respectivamente.

A.3 Estimaciones recientes

Alfaro (2003) propone una variacién en la estimacién del modelo de Nelson y Siegel implementado
por Herrera y Magendzo, permitiendo un ajuste en las tasas de descuento en sustitucién de los
precios de los bonos. Esta modificacién implica asumir que el retorno de un bono con cupones de
madurez n es similar al obtenido por un bono de descuento con madurez igual a la duracién del
bono con cupones. Adicionalmente se agregan a la estimacion de la curva los nuevos instrumentos
emitidos por la autoridad monetaria BCP’s y BCU’s (Bonos del Banco Central de Chile en pesos
y en Unidades de Fomento).

Una segunda ola de trabajos de curva afines se inicia con Ochoa (2006) quien extiende el

modelo de Vasicek (1977) con un componente no observado siguiendo a Balduzzi y otros (1998),
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mientras Cortdzar y otros (2007) utilizan de manera comercial un modelo de 3 factores para la
estimacién de curva de rendimiento tanto de bonos de gobierno como de empresas. En ambos
casos las estimaciones minimizan las diferencias en los precios de los instrumentos las cuales son
realizadas utilizando el filtro de Kalman para considerar el factor no observado (Ochoa) o para
solucionar el tema de transacciones infrecuentes (Cortazar y otros).

Interpretando los resultados de Ochoa bajo el modelo (12) tenemos que b1 = exp(—0.3) =
0.74, mientras que (52 = exp(—0.03) = 0.97. Cortazar y otros presentan los resultados para 1,
2 y 3 factores del tipo (11) para el periodo 1997-2001. Para 1 factor ellos encuentran <ZA>1 =
exp(—0.21) = 0.81, algo més alto que lo encontrado por Parisi (ggl = exp(—0.5) = 0.61) bajo el
mismo modelo para el periodo 1983-1995. Para 2 factores los resultados indican que (131 =1y
by = exp(—0.87) = 0.42, lo que es consistente con el modelo (10). Finalmente para el modelo con
3 factores los autores obtienen ¢; = 1, ¢g = exp(—1.11) = 0.33 y b3 = exp(—2.16) = 0.12.

Por otro lado, Morales (2007) explora la motivacién de Diebold y Li (2006) al considerar el
modelo dindmico de Nelson y Siegel y su relacién con factores macroecondémicos en un ambiente
tipo VAR. El autor muestra que el algoritmo simplificado de 2 etapas propuesto por Diebold y
Li (2006), el cual implica calibrar el parametro o del modelo y realizar estimaciones lineales, no

genera mayores diferencias que la estimacion con filtro de Kalman.

B Pruebas Matematicas

B.1 Proceso AR(1)

El resultado es facil de corroborar pues por series tenemos E?:_ol ¢ = (1 —¢")/(1 — ¢), mientras

que Ei(21444) = (1—¢")2* + ¢’z = 2* +¢'(2: — 2*), lo que aplicado al modelo implica lo siguiente:

n 1—9¢ n

= A b = 4 (1—¢"> (210 = 2°)

B.2 Integrales Nelson-Siegel

Consideremos las siguientes integrales con a # 0:
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a a a

/O " explaz)de = 22O 1o /O " explaz)ds = SR <n - 1) 1 (0 - 1)

Utilizando estas formas notamos que la tasa de descuento es:

1 n n n
z(n) = n/o f(s)dSZ)\l—l-)?\j/O exp(—as)ds+a)7\j/0 sexp(—as)ds

e a0 e 1

T
= At [1 —~ ex;;i—an)} + A3 [1 — eg&—an) — exp(—an)]

B.3 Nelson-Siegel Discreto

La prueba de este resultado se basa en el 1iltimo término. Nuevamente por series tenemos que
n—1 ¢
i¢t = —— [1—ng" '+ (n—1)¢"
D i =g | )

=1

lo que nos permite trabajar el tltimo término como sigue:

ol 1=\ 1-ng" 4k (n—1)¢"  [1-¢"
c =1 .G _ n—1
(1-9)) ¢ _< s );“‘5‘ o ‘(1—¢>_"¢ |

B.4 Factor Observable

Bajo un factor tenemos que G,, = 1+ ¢G,,—1, lo cual puede solucionarse recursivamente utilizando

la condicién Gy = 0. De este modo, tenemos que G1 =1, Go =1+ ¢G1 =1+ ¢, Gz =1+ ¢Gy =

1+¢6(1+¢)=14+0¢+¢?>yGi=1+¢G3=1+¢(1+ ¢+ ¢?) =1+ ¢+ ¢? + ¢>. Con esto se
puede establecer que la forma de la recursién es G,, = Z?;()l #', la cual por series sabemos que

tiene solucién cerrada para || < 1: G, = (1 — ¢")/(1 — ¢).

La 1dltima seccién es corroborar que el candidato es efectivamente la solucién. Notamos que

(1—=¢)G, = (1 —¢™), por lo que la ecuacién se satisface dado que al multiplicar por (1 — ¢) el
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lado derecho se reduce a: (1 — @) + (1 — ¢~ 1) = (1 — ¢").

B.5 Términos de Jensen

Notamos que bajo el supuesto de que ;1 ~ N(0,0?), entonces v, tiene forma cerrada, derivado de
la funcién generadora de momentos de e 1: vy, = (1/2)Vary (bp—1¢+1 + mys1) = 02 (8 — Gn_1)2 /2.

Bajo raiz unitaria G,, = n, asumiendo ¢ = o(1/n) tenemos que v, = o(1).

B.6 Factor no observable

El problema para un factor no observable corresponde a Ho,, = (1 —¢1)Hi —1+ ¢2H2 ,—1. Hemos
resuelto el problem para Hi, = (1 — ¢7)/(1 — ¢1) siguiendo el procedimiento presentado en la
seccién anterior.

Para simplificar la notacién consideraremos G,, = Hay,, por lo cual con el reemplazo de Hi ,,—1
tenemos el siguiente problema G, = (1 — ¢ 1) + ¢2G1.

Nuevamente bajo n = 0 tenemos que los coeficientes son cero. De esta forma, G; = 0,
Gy =1—¢1,Gs =1 —¢f + G2 = 1 -7+ ¢o(l —¢1) = L+ ¢o — (12 + 4]) y Ga =
1= ¢} + oGy =1 — ¢ + da[l + b2 — (P1¢2 + ¢7)] = 1 + d2 + 03 — (0105 + $T¢2 + ¢7).

En este caso la recursién corresponde a G, = 2?502 P — Z?’:_ll ¢i o 17" Notamos que

podemos agregar a la primera sumatoria el elemento qﬁg_l llevando la sumatoria hasta n — 1 y

sustraerlo en la segunda al partir en ¢ = 0. De esta forma:
n—1 n—1 n—1 n—1 (25 3
. s , . 1
G = Y- st =Y a-orty (2)
i=0 i=0 i=0 i=0 N2

(=a) e @] - (22) - (R=5).
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